圆锥 曲 和 绝 切 焰 的 矿 规 作 图 
刘 和 绍 正 


台北 市 立 内 湖 高 级 中 学 


前 二 : 於 男 一 点 1。 作 友之 中 垂 纱 工 ， 工 即 己 对 稳 


讨论 圆锥 曲线 时 ， 和 经 常会 探讨 其 切线 的 
性 质 ， 需 了 使 诗 葵 的 问题 更 清楚 ， 常 常 必须 5$. 六 与 撼 物 缚 的 交点 即 志 顶点 ， 改 其 志 斑 。 
画图 以 利 彼此 的 灌 通 ， 但 很 少 考虑 如 何以 凡 【原理 】 抛 物 线 上 一 组 平行 粥 中 点 的 集合 需 
规 精确 作 图 。 进 行 尺 规 作 图 首先 要 通 澈 上 辽 解 ds 
主题 的 相关 性 里 ， 青 依据 导 辑 的 先 合 顺 序 ， 直径 ， 直 径 平 行 对 稳 轴 。 
依次 作 图 ， 其 在 层次 上 属於 分 析 、 和 综合 之 上 【证 明 】 加 
。 於 此 ， 先 给 定 一 圆锥 曲线 ， 再 以 尺 规 作 图 设 抛物 入 局 y=4cx ,一 弱 48B 所 在 的 直 和 线 需 


y=axt+b ， a#0， (axt+b) =4cx ， 
ax?+(2ab-4cjct+b?=0， 设 弦 48B 的 中 点 篇 


找 出 中 心 、 对 称 轴 、 焦 点 、 切 和 绿 等 。 需 用 到 


较 馈 复 杀 的 性 质 时 ， 旧 从 作 图 后 加 主 明 ; 若 

到 以 志明 是 的 性 质 轩 ， 则 俯 认 作 图 后 略 作 。 了 3 四 "由 根 奥 保 数 得 于 二 = …(*) 

设 明 。 又 PCCD 在 直入 y-axtb 上 ， 所 以 YaX+b ， 
将 (9 代入 得 天宇， 


a 


二 、 抛 物 很 
(一 ) 作 抛 物 线 的 对 称 轴 (如 图 一 ) EN 


c 这 


(二 ) 作 执 物 线 的 焦点 (如 图 二 ) 


故 埋 径 方程 式 馈 y=2<， 熏 抛物 颖 的 对 稳 和 
a 


局 


1 


图 一 
1. 任 意 作 两 平行 弦 4B/CD 。 

2 分 别 取 妇 ,CD 之 中 点 ，; 倒 其 馈 E、G。 
3. 作 直入 5G ,此 直线 需 抛物 篆 的 直径 ， 故 直线 图 二 

EG 平行 伦 对 称 朝 。 .在 抛物 乏 外 作 直 精 己 上 厂 ， 改 垂 足 需 .1。 
4. 抛 物 生 上 取 一 是 HH， 作 历代 8G， 交 抛物 络 


je 


=KM =. 丰 。 


直 和 绿 ZL 上 取 两 点 K、M， 使 得 


EY 


昌 F 。 
wn 


【原理 】 抛 物 狠 外 


ENO 1L ? 


直 和 绪 MV， 交 抛物 各 於 另 一 黑 


交工 於 上 里， 


长 的 工 。 
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痘 明 】 
图 AFM ~ AVFN ， 则 | 


VI :JM =VF:FN=1:2); 


… 抛物 纺 焦 点 至 顶点 的 
1 .点 五角 焦 点。 
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(三 ) 作 抛 物 线 的 准 线 (如 图 三 ) 


L; 


加 到 | 顶点 的 8 


2 
3. 作 乏 FOR 的 在 分 线 工 。 
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1. 在 万 上 取 一 点 己 ， 使 和 


【 询 明 】 抛 物 和 绿 顶 
到 淮 各 的 距 雍 。 


2. 遇 点 己 作 直 和 线 73 由 工 /直系 7 


(四 ) 过 抛物 线 上 一 点 作 切 线 ( 如 图 四 ) 


点 到 焦点 的 嚼 


锥 曲线 切线 的 尺 规 作 


图 四 


1 设 抛物 名 上 一 点 0， 作 FO 。 
. 作 直线 QR/Lj。 


.过 点 2 作 直 入 二 上 ， 直 乏 L; 即 驴 过 点 0 
的 切线 。 
【 座 明 】 直 接 运 用 抛物 和 绿 的 光学 性 质 。 


(五 ) 过 抛物 线 外 一 点 作 切 线 ( 如 图 五 
A) 


Le 


图 五 A 


1 设 抛物 儿 外 一 点 5S， 在 淮 儿 上 取 两 点 T、U， 
使 得 ST = SU = SF 。 
2. 分 别 作 7F,UF 的 中 重 线 Ls、L;， 坦 入 Ls、L; 
即 坊 遇 点 5 的 两 切线 。 
【原理 】 利 用 抛物 狠 的 定义 ， 即 抛物 线 上 的 


点 到 焦点 的 距 元 等 於 到 准 乏 的 距 
表 ， 以 确定 切 点 在 抛物 各 上 ， 同 时 
利用 一 续 段 其 中 亚 狠 上 的 点 ， 到 此 
名 段 两 端点 的 距 见 相等 之 性 质 ， 砍 
定 切 绿 的 位 置 。 

【证 明 】( 如 图 五 B) 


图 六 
1. 任 意 作 两 在 行 弦 4B/CD ;分 别 取 其 中 点 


2. 任 意 作 两 不行 弦 HW JK 
HI1/JK, 但 48 不 不 行 H ， 分 别 取 其 中 点 
M、N。. 

3. 作 直线 EG、MN，,， 设 其 交 於 O 点 ， 此 O 点 即 

需 榴 圆 的 中 心 。 

【原理 】 椭 圆 之 一 组 平行 弦 之 中 点 所 成 的 集 
韦 一 乏 段 ， 此 穆 段 称 需 椭圆 的 

本 直径 ， 直 径 必 允 构 圆 的 中 心 。 


图 五 B 
(1) 先 广 L 不 平行 抛物 入 的 对 稳 轴 。 设 


L/L;， 则 7TF/L,， 熏 
TeLHFgL, 不 合 。 

(2) 过 点 7 作 直 和 线 TP1LL, 且 交 L 於 点 P， 
… 76 需 7 的 垂直 平分 禾 … PT = PF 
抛物 名 的 定义 得 知 ， 点 P 在 抛物 各 上 。 设 椭圆 局 五 -+ 与 =1 , 驴 4B8 所 在 的 坦 和 贸 

(3 ) 汞 明 工 .与 抛物 铬 只 有 一 个 交点 。 
设 环 丑 抛 物 线 交 於 点 P 和 点 0 ， 
PzO， 作 GOR1LZ ,由 抛物 穆 之 定义 得 > 


【证 明 】 


万 程式 饥 y=mx+k， 


Se 将 y=mxtk 代 入 + 访 =1 中 ， 
知 OR=OF 。 a” b 
…L6 忆 TF 的 型 直 不 分 毕 ,… 27 = OF 得 (pb? +am’)x +2a mrt+a’ (Kk? -pb )=0 设 
' 则 OR=O7 ,与 人 OR7 需 直 角 不 合 48 的 中 点 需 PCKC)， 由 根 与 保 数 得 
2 
X= mka …(*) 
am’” 十 已 


(1)、(2)、(3) 得 知 ，L 民 需 执 物 和 线 
的 切 狠 。 因 点 P(X, 妨 在 y=mx+k 上 ， 所 以 
Y=mX+kS Ym 代入 (*) 


SN 
nm 


二 、 杜 攻 
= 椭 芒 Ym (Y—mX) ， 


(一 ) 作 椭 图 的 中 心 ( 如 图 六 ) am’ +b? 


化 简 成 B?X+ma*Y=0， 


故 直径 之 方程 式 坊 brx+ma?y =0， 沉 棍 圆 的 
心 (0.0) 。 


(二 ) 作 椭 图 的 长 轴 (如 图 七 ) 


图 七 
1. 以 中 心 O 需 圆 心 ， 通 党 长 需 补 径 作 几 ， 使 此 
圆 岳 构 圆 交 於 四 点 忆 `O .RS。 
2. 作 PO 的 中 亚 忽 工 *' 工交 椭圆 於 7T、U 珊 点 ， 
TU 即 需 长 轴 
【 襄 明 】 若 圆心 与 椭圆 的 中 心 重 合 时 ， 利 用 
到 关於 直径 成 对 称 ， 且 椭圆 关於 长 
轴 成 对 稳 的 性 质 ， 辕 垂直 於 PO 
的 直径 可 需 构 圆 的 长 惠 。 


存 


(三 ) 作 椭 圆 的 短 井 、 焦 点 (如 图 入) 


R 


八 
1. 过 点 O 作 直 和 缚 L, ,使 LL， 工交 椭圆 於 两 
是 广 、 对，VX 即 饥 短 翰 。 


恒心 ，O7 需 秆 径 作 弧 ， 交 椭圆 论 丙 


锥 曲线 切线 的 尺 规 作 


点 、Ff， FI、 了 ,有 妈 驴 椭 轩 的 焦点 。 


+ 上 =1 的 基本 天 保 式 


qa” =02+c 得 知 ， 


OF =O 有 =c ， 故 点 已 ,已 需 焦 点 。 


(四 ) 过 椭圆 上 一 点 作 切 线 (如 图 九 ) 


九 
1. 设 了 志 椭 圆 上 一 点 ， 作 琵 , 殉 。 
2. 作 二 玉 王 :的 平分 线 7。 
3. 作 直 和 绿 Ly 上 LL;， 二 即 骗 过 了 点 的 切 纺 。 
【 府 明 】 直 接 运 用 椭圆 的 光学 性 质 。 


I 


(五 ) 过 椭圆 外 一 点 作 切 线 ( 如 图 十 A) 


Pi 


图 十 A 


1. 设 点 Z 坑 构 圆 外 一 点 ， 以 距 克 Z 点 较 带 之 焦 矛盾 。 即 直 委 到 与 构图 只 有 一 个 交点 。 
是 嫉 需 圆心 ， 长 轴 长 马 伞 径 作 圆 C 。 FF 可知， 直 栈 大 坑 构 圆 的 切线 。 

2. 以 Z 崩 国 心 ，2 角 个 径 作 弧 ， 交 图 C 认 二 
时 P,P;。 、 允 曲 笋 


3. 作 PP 忆 , 已 忆 的 中 重 入 万 、Z5， 直线 L;、Ls (一 ) 作 和 化 曲线 的 中 心 ( 如 图 十 一 ) 
即 马 遇 点 Z 的 切入 
【原理 】 利 用 椭圆 的 定义 ， 即 椭 贺 上 的 点 到 
两 焦点 距离 的 和 等 於 长 珊 长 ， 以 确 
定 切 点 在 柳 贺 上， 同时 利用 一 生 段 
其 中 垂 生 上 的 点 ， 到 此 各 段 两 问 点 
的 距离 相等 之 性 质 ， 确 定 切 纤 的 位 


置 。 
【证 明 】( 如 


十 B) 


国 


图 十 一 


F 行 弦 48/ACD ， 分 别 取 其 


他 
Feb 
ol 
一 人 
便 
be 
过 
~ 


HH ;分别 取 其 中 加 MM、N。 
直线 EG、MN，, 设 其 交 於 O 点 ， 此 O 黑 
圾 双 昌 和 线 的 中 心 。 


(LND 
六 
I 


2. 任 意 作 两 平行 弦 夏 /JK ;但 4B 不 平行 


【原理 】 公 曲 乡 上 平行 粥 中 点 的 连 线 会 通过 


图 十 B i 
级 天 交友 论点 0， 中 
设 双 曲 狠 饥 二 一 2 =1， 
… 工 包 B 羽 的 中 型 入 :0B = OF ， SR 
玖 AB 所 在 的 直入 方程 式 局 y=mx+k， 


QF +QF,= QF +QR=Ph =2a 


QD 


2 2 
将 y=mxz+E 代 入 二 -上 -1 中 ， 
a? p? 


椭 加 之 定 闵 得 知 ， 点 0 在 椭 加 上 。 
再 菠 直 和 狠 工 与 燃 加 只 有 一 个 交点 。 设 直 纺 KL，。 得 (5? -am)x? -2a mx-a i(k? +b?)=0 
交 构 圆锥 另 一 点 R' R 大 O， 设 48 的 中 点 局 P(X， 


则 24a = RF + RF, = RF +RP >PF =2a; 


根 与 保 数 得 全 -Phe …(*) 


2 pe 
b’*—a’m 


天 点 PD 在 y=mxtk 上 ， 


所 以 Y=mX+k SY-mX 人 代入 (*) 


SN 


_ma’(Y—mX) ， 


六 一 027103 


日 


守 X 


简 成 B?X-ma*Y=0， 
故 弦 中 点 所 在 的 直 续 方程 式 久 


px 一 ma”y =0， 沉 双 曲 贸 的 中 心 (0,0)。 


(二 ) 作 和 从 曲线 贯 轴 (如 图 十 二 ) 


1. 以 中 心 0 坊 圆 心 ， 通 当 长 怖 咎 径 作 圆 ,使 


辐 与 双 曲 牺 交 於 四 占 P、QO 、R、S。 


2. 作 PO 的 中 重 名 LL 交 又 曲 锋 於 7、U 忆 

TU 即 坑 贯 轴 。 

【 襄 明 】 若 圆心 与 双 曲 牧 的 中 心 重合 时 
佳 


有 


' 利 
j 圆 关於 直径 成 对 称 ， 且 人 双 曲 绿 关 


於 贯 轴 成 对 称 的 性 质 ， 圆 垂直 於 收 


PO 的 直径 可 需 双 曲线 的 贯 轴 。 


(三 ) 作 公 曲线 的 共 垢 轴 〈 如 图 十 三 ) 


锥 曲线 切线 的 尺 规 作 


1. 以 O 马 圆 心 ， 盾 贯 朝 长 0O7 需 秆 径 作 图 C。 
2. 允 双 曲 各 上 一 点 了, 作 VW 上 LL， 上 且 交 工 於 


3. 过 点 玉 作 贺 C 的 切 系 万 。 
4. 肖 点 O 作 直 和 名 L; 上 LL;。 

5. 过 点 V 作 了 XWL 且 交工 ; 於 冉 多。 
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.过 点 对 作 XY 上 Li 且 交工 於 点 Y。 

.O07 长 即 饥 共 二 轴 什 长 。 

【请 明 】 

设 点 了 的 坐标 访 (@,B)，LXOY =98， 则 依 作 


图 可 知 g=OFWV=asec9 由 双 曲 和 线 的 参数 式 得 
知 ， 此 时 


有 
OY 


(四 ) 作 人 双 曲 线 的 焦点 (如 图 十 四 ) 


Ls La 


Li 


图 十 四 


lm 


1. 以 0 坊 中 心 ， 分 别 以 贯 轴 长 2O7， 共 二 é 利 
207 坑 长 、 袖 作 和 矩形 。 
2. 和 矩形 的 对 角 和 绿 忆 、 万 坑 双 曲 笋 的 渐 近 笋 。 
3. 以 O 坑 圆 心 ， 和 矩形 的 对 角 和 绿 守 长 需 伞 径 作 
缴 ， 交 世 论 忆 、 瑟 两 点 ， 忆 、 丈 即 需 双 曲 生 
的 焦点 。 

【证 明 】 
由 人 双 曲 和 缚 的 基本 关 傈 式 

Cc =a +b 得 知 ; OF =OP =c 故 点 古 , 记 
局 又 曲 娘 的 焦点 。 


Lol 


uy 


(五 ) 过 能 曲线 上 一 点 作 切 线 ( 如 图 十 
五 ) 


Li 


十 五 
1. 设 双 曲 入 上 一 点 Z， 作 Zh ,Zh 。 
2. 作 乏 FZF; 的 平分 各 Ls， Ls 即 饥 过 点 Z 的 切 
【 褒 明 】 直 接 运 用 公 曲 系 的 光学 性 质 。 


(六 ) 过 双 曲 线 外 一 点 作 切 线 (如 图 十 
六 A) 


1. 设 P 饥 到 曲线 外 一 点 ， 以 距 座 了 较 束 的 焦点 


书坊 圆心 ， 贯 轴 长 恩人 秆 径 作 圆 C。 
2. 以 了 局 圆心 ' PF 城中 径 作 弧 , 交 图 C 於 Pj、 
P; 两 点 3 


图 十 六 A 
3. 作 ,BF 的 中 重 粮 也 、Z ,直线 L、Ls 即 
局 过 点 了 之 切入 。 
【原理 】 利 用 又 曲线 的 定 闵 ， 即 色 曲 儿 上 的 
点 到 雨 焦点 距 允 差 的 绝对 值 等 於 贯 
班长 ， 以 确定 切 点 在 双 曲 禾 上 ， 同 
时 利用 一 知 段 其 中 垂 入 上 的 点 ， 到 
此 乏 段 十 端点 的 距 见 相等 之 性 质 ， 
确定 切 穆 的 位 置 。 
【 谤 明 】( 如 图 十 六 B) 


图 十 六 B 


作 直 系 书 忆 交 直 禾 到 论点 2 ， 


锥 曲线 切线 的 尺 规 作 


… 靖 专 已 太 的 中 垂 线 …OP = OF ， 五 、 竺 语 

2 - 沪 各 项 尺 规 作 图 ， 用 到 了 图 锻 曲 夭 的 

的 定义 得 知 ， 点 2 在 双 曲 各 上 。 参数 式 及 光学 性 质 等 ， 而 光学 性 质 在 现在 各 
版 本 的 高 中 数学 教科 书 中 均 有 述 及 ， 有 於 此 篇 


导 症 直线 太 与 双 曲 绿 只 有 一 个 交点 。 改 到 与 
公 曲 线 交 於 另 一 点 及 ，R 关 O， 

则 24= RF,— RF, = RF,—RP,<Fh,P=2a; 
矛盾 。 即 直 和 线 二 与 双 曲 线 只 有 一 个 交点 。 

FF 可知， 直 和 缚 灭 需 双 曲线 的 一 切线 。 


避 铝 葡 述 ， 对 和 过 部 分 站 未 话 列 。 而 过 些 尺 规 
作 图 的 方法 ， 亦 可 运用 於 电 脑 给 回 上， 对 下 
察 圆锥 曲 绿 的 性 质 基 有 助 益 。 


